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ODWZOROWANIE ROZKLADU UZWOJEN
PRZETWORNIKOW ELEKTROMECHANICZNYCH
W PRZESTRZENI ELEMENTOW SKONCZONYCH

STRESZCZENIE W pracy przedstawiono numeryczne formy
opisu rozmieszczenia uzwojen w przetwornikach elektromechanicz-
nych, dostosowane do analizy pola magnetycznego metodg ele-
mentéw skoriczonych. Rozpatrzono uktady o uzwojeniach wykona-
nych z cienkich przewodéw. Omdwiono algorytm wyznaczania ma-
cierzy przejscia od wektora prgdow w uzwojeniach do wektora zrodet
dla uje¢ wykorzystujgcych potencjat skalarny i uje¢ wykorzystujgcych
potencjat wektorowy. Pokazano, Zze macierze te mozna takze wyko-
rzystywac¢ do wyznaczania strumieni skojarzonych z uzwojeniami.
Opisano metode formufowania wymuszen na podstawie wartosci kra-
wedziowych potencjatu wektorowego dla pola przeptywowego pradu.
Po zastosowaniu tej metody pole mozna opisa¢ za pomocqg jednego
globalnego potencjatu skalarnego.

1. WPROWADZENIE

Od ponad 30 lat w analizie i projektowaniu przetwornikow elektrome-
chanicznych stosuje sie komputerowe metody rozwigzywania réwnan pola elek-
tromagnetycznego, w tym przede wszystkim metode elementéw skonczonych.
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W ostatnich latach na podstawie tej metody opracowano szereg algorytmoéw do
polowo-obwodowej analizy i syntezy maszyn elektrycznych, elektromagnesow
i innych przetwornikbw. Prezentowane w literaturze algorytmy polowej-obwo-
dowo analizy uktadéw z przetwornikami elektromechanicznymi mozna podzieli¢
na dwie grupy: (a) algorytmy, w ktérych réwnania pola rozwigzywane sg facznie
z réwnaniami obwodow elektrycznych i rownaniami rownowagi mechanicznej
oraz (b) algorytmy, w ktérych najpierw rozwigzuje sie rdwnania pola i na
podstawie wynikow obliczen wyznacza sie wielkosci catkowe, wykorzystywane
potem przy rozwigzywaniu klasycznych obwodowych modeli przetwornikéw.
W obu grupach algorytmoéw do podstawowych procedur obliczeniowych zalicza
sie procedure generacji wektorow opisujgcych rozktad zrodet pola magnetycz-
nego oraz procedure wyznaczania strumieni skojarzonych z uzwojeniami.
Wymienione procedury powinny by¢ dostosowane do wykorzystywanej metody
opisu pola magnetycznego i do charakteru danych opisujacych rozktad uzwojen
w rozpatrywanym przetworniku. W literaturze dotyczacej analizy uktadow
z polem dwuwymiarowym zagadnienia zwigzane z opisem rozktadu uzwojen nie
byly szczegdtowo rozpatrywane. Dyskusje nad tymi zagadnieniami pojawity sie
wraz z pracami poswieconymi nowym ujeciom metody elementéw skonczonych
w analizie uktadow z polem trojwymiarowym. Zauwazono, ze dzieki odpowied-
niemu opisowi rozkfadu zrédet mozna z powodzeniem stosowaé metode
potencjatu skalarnego do wyznaczania rozktadu pola magnetycznego w obsza-
rach z uzwojeniami i elementami ferromagnetycznym [6, 7]. Nie trzeba przy tym
postugiwacC sie dwoma potencjatami skalarnymi, zredukowanym i globalnym.
Specjalne strategie formutowania wymuszen stosowane sg takze w metodach
potencjatu wektorowego, wykorzystujgcych wielkosci krawedziowe. Okazat sie,
ze réwnania tej metody mozna z powodzeniem rozwigzywac bez wprowadzania
dodatkowych warunkéw, jak np. warunku divA=0, nalezy tylko odpowiednio
uformowaé wektor wymuszen.

W pracy przestawiono metody formutowania wektora wymuszen dla
uktadow z uzwojeniami o cienkich przewodach. Podano sposoby wyznaczania
macierzy przejscia od wektora prgdéw w uzwojeniach do wektora zrédet dla
uje¢ wykorzystujgcych potencjat skalarny jak i uje¢ wykorzystujgcych potencjat
wektorowy. Pokazano, ze macierze te mozna takze wykorzystywa¢ do wyzna-
czania strumieni skojarzonych z uzwojeniami.

2. OPIS ROZKtADU UZWOJEN

Rozpatrywane sg uktady z uzwojeniami o cienkich przewodach. Nie uwzgle-
dnia sie zjawisk zwigzanych z wypieraniem pradu. Przewody sg traktowane
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jako widkna. W klasycznych obwodowych metodach analizy rozpatrywanych
uktadow najpierw wyznacza sie indukcyjnosci wlasne i wzajemne uzwojen,
a nastepnie rozwigzuje sie rownania obwoddéw z tymi indukcyjnosciami. Z uwa-
gi na wystepowanie indukcyjnosci wzajemnych do analizy obwodéw stosuje sie
metode pradéw oczkowych. Réwniez w polowych metodach przetwornikéw
elektromechanicznych wygodnie jest postugiwac sie prgdami oczkowymi. Na
przyktad, rozptyw pradéw w uktadzie o uzwojeniach potaczonych w gwiazde bez
przewodu zerowego wygodnie jest wyrazi¢ za pomocg dwdch praddéw
oczkowych - rys.1.

Tory pragdow oczkowych sg zamknietymi liniami zorientowanymi (petlami)
L;, opisanymi réownaniami parametrycznymi r =r;(t). Linie L; majg zwykle
bardzo skomplikowane ksztatty i w zwigzku z tym réwnan r =r;(t) nie mozna

przedstawi¢ w postaci analitycznej. W celu opisania rozktadu uzwojen
korzystnie jest zastgpi¢ petle L; uktadem czworokatnych lub trojkatnych oczek

L; j. Na rysunku 2 przedstawiono wielooczkowa reprezentacje cewki dwuzwoj-
nej, ktora jest oczkiem L; rozpatrywanego uktadu uzwojen. Po zastgpieniu petli
L; uktadem oczek L;; réwnanie r=r;(t) zastgpuje si¢ ukladem réwnan
r=r j(t) dla L ;. Réwnania r =r; ;(t) majg prostg posta¢ i mozna je przedsta-
wi¢ za pomocg rownan trzech (dla oczka trojkatnego) lub czterech (dla oczka

prostokatnego) odcinkédw. W celu wyznaczenia strumienia skojarzonego
z uzwojeniami definiuje sie zorientowang powierzchnie S; petli L;.

Rys.1. Uklad o dwéch petlach z pradami oczkowymi iy, ic,-

W uktadzie zastepczym, ztozonym z oczek L; i, reprezentantem tej po-

Sk
wierzchni jest zespot powierzchni S oczek L j (uj S j=S;) — rys.2a). W re-

zultacie uzwojenie opisuje sie za pomocg zbioru zorientowanych linii zam-
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knigtych L; ; o réwnaniu r=r; ;(t) i zbioru zorientowanych powierzchni S j,
ktdrych krawedziami sg odcinki linii r=r; ;(t). Opis uzwojenia za pomocg po-

wierzchni zorientowanych bedzie dalej nazywany powierzchniowym.

Rys.2. Wielooczkowa reprezentacja petli dwuzwojnej (a) i uproszczone odwzorowanie tej
petli (b).

Bardzo czesto w analizie przetwornikow elektromechanicznych mozna
pomingC strumien przenikajacy przez niektore powierzchnie S;j i w ob-
liczeniach nie rozpatrywa¢ oczek odnoszacych sie do tych powierzchni. Na
przyktad, jesli w uktadzie na rys.2a) sktadowa indukcji w kierunku osi z jest
pomijalnie mata, to w obliczeniach mozna nie uwzgledniac oczek Li;, Lis, Lis.
Po pominieciu tych oczek uktad z rys.2a) zastepuje sie ukladem ztozonym
z dwoéch zwojow z pradem i — rys 2b). Na podstawie takiej uproszczonej
reprezentacji uzwojen formutuje sie funkcje opisujace rozktad przeptywu w kla-
sycznych obwodowych metodach wyznaczania indukcji w szczelinie powietrz-
nej maszyn elektryczne,;.

W omdéwionej metodzie uzwojenia zostaly opisane za pomocag form
geometrycznych, odpowiadajgcych formom, ktére w nowych ujeciach wykorzys-
tuje sie do opisu elementéw skonczonych. Tymi formami sg zorientowane
powierzchnie scianek i zorientowane krawedzie elementow skonczonych [1].
Wymienionym formom przyporzadkowuje sie okreslone wielkosci polowe. Wiel-
kosci przyporzadkowane krawedziom nazywa sie krawedziowymi, a wielkosci
odnoszgce sie do $cianek, $ciankowymi.

W metodzie skalarnego potencjatu magnetycznego korzysta sie przede
wszystkim z wielkosci krawedziowych. Wielkosciami tymi sg napiecia magne-
tyczne. W algorytmach obliczeniowych wartosci tych wielkosci wyraza sie za
pomocg réznic skalarnego potencjatu magnetycznego weztow. W zwigzku
z tym, choé¢ przy formutowaniu réwnan korzysta sie z funkcji interpolacyjnych
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elementow krawedziowych, to metode nazywa sie metoda potencjatow wez-
towych.

W nowych ujeciach metody potencjatu wektorowego wykorzystuje sie
wielkosci Sciankowe. Tymi wielkosciami sg strumienie przenikajagce przez
Scianki. Postuzywszy sie jezykiem teorii obwoddw strumienie przenikajgce
przez Scianki mozna nazwac strumieniami gateziowymi. W algorytmach obli-
czeniowych strumienie gateziowe wyraza sie za pomocg strumieni oczkowych
[2, 4]. Reprezentantami tych strumieni sg wielkosci krawedziowe wektorowego
potencjatu magnetycznego A, tj. zorientowane cafki liniowe z A wzdtuz krawedzi
elementow. Z tego powodu metode nazywa sie metodg elementéw krawe-
dziowych, cho¢ réwnania formutuje sie na podstawie funkcji interpolacyjnych
elementoéw $ciankowych.

Z powyzszych wyjasnien wynika, ze mowigc o formutowaniu réwnan
w przestrzeni elementéw krawedziowych ma sie na mysli formutowanie réwnan
opisujacych rozktad skalarnego potencjatu magnetycznego, a piszac o zagad-
nieniach brzegowych formutowanych w przestrzeni elementéw $ciankowych ma
sie na mysli zagadnienia opisane za pomocg wartosci krawedziowych poten-
Cjatu A.

3. OPIS UZWOJEN W PRZESTRZENI ELEMENTOW
SCIANKOWYCH

Rozpatrzono sformutowanie wykorzystujgce do opisu pola magnetycz-
nego krawedziowe wartosci potencjat wektorowy A. Rownania opisujgce te
wartosci mozna zapisa¢ w nastepujacej formie macierzowej:

kT Skoo = 0 (1)

W powyzszym réwnaniu ¢ jest wektorem krawedziowych wartosci
potencjatu A, a wiec wektorem strumieni oczkowych wokét krawedzi elementéw
[2, 4], S jest macierzg reluktancji przyporzadkowanych sciankom elementow.
Macierz k. transponuje wartosci krawedziowe potencjatu A w strumienie ¢
przenikajgce przez scianki, ¢=ksp. W przestrzeni elementow sciankowych
wektor O prawej strony rownania (1) wyraza sie za pomocg S$ciankowych
wartosci wektora J gestosci pradu. Uwzglednia sie przy tym, ze
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6 = Neis (2)

gdzie ig jest wektorem Sciankowych wartosci gestosci J, tj. wektorem wartosci
przeptywdw przyporzadkowanych sciankom, a N, jest macierzg transponujaca

przeptywy przyporzadkowane sciankom w przeptywy przyporzadkowane
krawedziom.

Réwnanie (1) mozna rozpatrywac jako macierzowg forme zapisu rownan
oczkowych dla siatki reluktancyjnej, ktérej reluktancje gateziowe opisuje ma-
cierz S. Oczkowe sity magnetomotoryczne tej siatki odpowiadajg przeptywom 6
przyporzadkowanym krawedziom [2].

Wystepujacy w zaleznosci (2) wektor i wyraza sie za pomocg pradow
ic w oczkach uktadu uzwojen. Korzysta sie z relaciji,

is =Kglc (3)

w ktérej ks jest macierzg strukturalng opisujaca rozktad uzwojen w przestrzeni
elementdw sciankowych. Wyraz ki  i-tej kolumny i g-tego wiersza tej macierzy
odpowiada liczbie przewoddéw oczka z pradem i przechodzacych przez g-tg

Scianke uktadu elementéw skonczonych — rys.3. W celu wyznaczenia tej liczby
korzysta sie z odwzorowania uzwojen za pomocg zorientowanych linii
zamknigtych L; j, opisanych réwnaniami r=r; ;(t). Tworzy si¢ dwa zbiory

punktéw przeciecia g-tej scianki z liniami L; ;: (a) zbidr {zi,q+} zawierajacy
punkty przecigcia, w ktorych iloczyn skalarny wektora F, Scianki i wektora
,j(0) linii jest dodatni oraz (b) zbidr {zi,q_} zawierajgcy punkty, w ktorych ten
iloczyn jest ujemny. Wyraz ky 4 otrzymuje sie odejmujac od liczby elementow
zbioru {zi,qu} liczbe elementow zbioru {zi,q_} —rys.3.

zbior {Zj g4 \ Kfi,q = Nig+ — Nig-

Ni g+ — liczba elementow zbioru {Zj g+ } ,

odcinki linii L {‘A Niq-— liczba elementéw zbioru {Zj g|
[ebior ig-}

Rys.3. Fragmenty linii odwzorowujacych uzwojenie, przecinajace g-tg scianke.
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Macierz ks mozna wykorzysta¢ do wyznaczania strumieni skojarzonych
z petlami L; uzwojen. Wektor ¥ tych strumieni znajduje sie z zaleznosci
¥ =kIN{ ¢, ktora jest numeryczng forma zapisu catek [Adl wzdtuz linii L;.

Dzieki temu przedstawiony opis jest bardzo przydatny w polowo-obwodowej
analizie przetwornikow elektromechanicznych.

4. OPIS UZWOJEN W PRZESTRZENI ELEMENTOW
KRAWEDZIOWYCH

Rozpatrzono sformutowanie wykorzystujgce do opisu pola magnetycz-
nego weztowe wartosci potencjatu skalarnego Q. Réwnania opisujgce te war-
tosci zapisano w nastepujacej formie macierzowe;j:

k! AkpQ = -k Aip, (4)

W powyzszym rownaniu Q jest wektorem weztowych wartosci potencjatu
Q, a A jest macierzg permeancji przyporzadkowanych krawedziom elementéw.
Macierz k, transponuje potencjalty weztowe w krawedziowe wartosci gradQ

i mozna jg rozpatrywac jako numerycznego reprezentanta operatora grad.
Wektor i, opisuje wymuszenia, ktére okresla sie na podstawie krawedziowych

wartosci wektorowego potencjatu elektrycznego T (rofT=J) dla pragdoéw uzwojen
[4]. Wektor i, mozna wyrazi¢ za pomocg iloczynu

im = kmic ()

w ktorym kg, jest macierzg strukturalng opisujacg uzwojenie w przestrzeni
elementow krawedziowych. Wyraz Ky, , i-tej kolumny i u-tego wiersza tej ma-
cierzy odpowiada liczbie oczek z pradem i otaczajgcych u-tg krawedz siatki
dyskretyzacyjnej. Liczbe te mozna wyznaczy¢ na podstawie liczby punktéw
przeciecia u-tej krawedzi z powierzchniami Si)j zamknietych linii L, j (rys.4).
Formuje sie dwa zbiory punktéw przeciecia: (a) zbior {ei,u+} zawierajgcy punk-
ty, w ktdrych iloczyn skalarny wektora S; j i wektora u-tej krawedzi jest dodatni
oraz (b) zbior {ei,u_} zawierajgcy punkty, w ktérych wymieniony wyzej iloczyn



48 A. Demenko

jest ujemny. Wyraz kq;, znajduje sie odejmujac od liczby elementow zbioru
{ei,u+} liczbe elementow zbioru {ei’u_} —rys.4.

Macierz k, mozna wykorzysta¢ do wyznaczania strumieni skojarzonych
z petlami L; uzwojen. W tym celu nalezy najpierw rozwigza¢ réwnanie macie-
rzowe (4) i obliczy¢ strumienie ® przyporzadkowane krawedziom siatki dyskre-
tyzujgcej. Wektor tych strumieni otrzymuje sie z zaleznosci @ = A(k,Q + i) -
Nastepnie mnozy sie wektor @ przez transponowang macierz ky,, ¥ = kh® .

zbior {8 y—; kL. A Qu- |

kmi,u:Nei,u+ —Nei,u—

Powierzchnie linii
zamknigtych L

Neiu+ — liczba elementéw zbioru {€j 4} ,

Neiu_ — liczba elementow zbioru {€j y—}

Pu/ zbior {6y}

Rys.4. Linie zamkniete odwzorowujace uzwojenie w otoczeniu u-tej krawedzi.

Macierza k, mozna takze postugiwac sie przy formutowaniu prawej stro-
ny rownan (1) opisujacych rozktad krawedziowych wartosci potencjatu A i przy
wyznaczaniu na podstawie tych wartosci strumieni skojarzonych z uzwojeniami.
Nalezy przy tym uwzgledni¢, ze

¥ = ki, Neke (6b)

Opis rozktadu uzwojeh w przestrzeni elementow krawedziowych jest
wiec uniwersalny. Na jego podstawie mozna wyznaczy¢ wektor wymuszen i ob-
liczy¢ strumienie skojarzone zaréwno dla uje¢ wykorzystujgcych potencjat ska-

larny jak i potencjat wektorowy. Charakterystyczng cechg tego opisu jest niejed-
noznacznosc. Zadanie podziatu petli L na oczka Sj j nie ma jednoznacznego

rozwigzania. Na przyktad, pokazany na rys.5 prostokatny zwdj moze byc¢
reprezentowany przez jedng prostokatng powierzchnie o linii brzegowej L
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(rys.5a) lub przez zespdt kilku powierzchni o liniach brzegowych L; ;, tak jak na

rysunku 5b).

: Li :
@ Li=Li; AL I ASIf

IS > 7=

%
-

IA
\
\
\
\
\
\
\
\
i
\

.......................

Rys.5. Powierzchniowa reprezentacja zwoju prostokatnego, (a) zwoj reprezentowany
przez jedng powierzchnie i (b) przez 7 powierzchni.

Pomimo, ze dla kazdej z pokazanych na rysunku 5 reprezentacji zwoju
otrzymuje sie inng macierz Ky, to wyniki obliczen rozktadu pola dla obu repre-
zentacji sg takie same. Mozna to wyjasni¢ na gruncie teorii ekwiwalentnych
modeli obwodowych. Nalezy przy tym uwzgledni¢, ze zadania analizy pola
magnetycznego metodg elementéw skonczonych mozna rozpatrywac jako za-
dania analizy obwodéw magnetycznych, o zadanych oczkowych sitach mag-
netomotorycznych. Wektor i, wyznaczony na podstawie iloczynu kyi; opisuje
sity magnetomotoryczne gateziowe. Zadania wyznaczania tego wektora jest
niejednoznaczne, bo niejednoznaczne jest zadanie poszukiwania sit magneto-
motorycznych gateziowych na podstawie zadanego rozktadu sit oczkowych. Dla
podanych na rys.5 reprezentacji zwoju otrzymuje sie rézne rozktady sit magne-
tomotorycznych gateziowych, przy jednakowych rozktadach sit oczkowych.

Opisem uzwojenia w przestrzeni elementow krawedziowych korzystnie
jest postugiwac sie w badaniach zmierzajgcych do wyznaczenie strumieni roz-
proszonych i skojarzonych. Petle reprezentujgcg dane uzwojenie mozna bo-
wiem zastgpi¢ zbiorem petli przyporzadkowanych innym uzwojeniom i petli
obejmujgcych powierzchnie, przez ktére przenika strumieh rozproszenia. Po-
szukiwane strumienie wyznacza sie na podstawie podmacierzy macierz Kk,

odnoszacych sie do petli.

5. PODSUMOWANIE

Przedstawione metody opisu uzwojen w przestrzeni elementéw skonczo-
nych z powodzeniem zastosowano do obliczania zastepczych indukcyjnosci
uzwojen [5]. Metody wykorzystano takze w polowo-obwodowej analizie bez-
szczotkowego silnika magnetoelektrycznego [3].
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Omdédwiony w rozdziale 3 algorytm opisu uzwojen w przestrzeni elemen-
téw Sciankowych jest prostszy od przedstawionego w rozdziale 4 algorytmu
opisu uzwojen w przestrzeni elementéw krawedziowych. Zaletg opisu poda-
nego w rozdziale 4 jest wieksza uniwersalno$é. Mozna go stosowa¢ w meto-
dach potencjatu wektorowego i skalarnego. Dzieki ptaszczyznowej reprezen-
tacji uzwojen rozktad pola w catym rozpatrywanym obszarze mozna opisac za
pomocyg jednego potencjatu skalarnego, co jest bardzo wazna zaletg metody.

Poréwnujac oba przedstawione opisy uzwojen nalezy uwzglednic nie tyl-
ko czasochtonnos¢ algorytmu formutowania macierzy strukturalnych, ale takze
i czasochtonno$¢ rozwigzywania réwnan metody elementow skonczonych.
Algorytm tworzenia macierzy opisujacej rozktad uzwojehn w przestrzeni elemen-
téw Sciankowych jest wprawdzie mniej czasochtonny od algorytmu omoéwionego
w rozdziale 4, ale dotyczy tylko ujeC¢ wykorzystujacych potencjat wektorowy,
a wiec uje¢ wymagajacych rozwigzywania uktadu rownan o znacznie wiekszej
liczbie niewiadomych w poréwnaniu z liczbg niewiadomych w réwnaniach meto-
dy potencjatu skalarnego.
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DESCRIPTION OF WINDING IN THE 3D FINITE ELEMENT
ANALYSIS OF ELECTROMECHANICAL CONVERTERS

Andrzej DEMENKO")

ABSTRACT The FE methods of 3D magnetic field calculation
in electromechanical energy converters are discussed. The nodal
element method using scalar magnetic potential © and the edge
element method using magnetic vector potential A are considered.
The equations that describe the edge values of A and nodal values of
0 have been written in the matrix forms (1), (4). The systems with
stranded conductors are analyzed. Special attention is paid to the
calculation of matrices that describe winding distribution in the edge

element space — matrix K¢ in (2) — and in the facet element space —

matrix Kpy, in (5). These matrices transform winding currents into

magnetic field sources and are used in the calculations of flux
linkages ¥ with windings.
In the presented methods the circuits with windings are

represented by loops with loop currents ig . Figure 1 shows a system
composed of 2 loops. The loops are represented by closed oriented
curves L in 3D. Thus, the winding distribution can be defined by the
parametric equations of oriented curves, r = 1;(t). For a real winding
these equations have a very complicated form. Therefore, the author
of this paper suggests each curve Lj be replaced by a set of my
closed plane curves L ( j=12,...,m;), e.g. by triangles or
parallelograms — see Figs 2, 3, 4. In order to find the flux linkage with
the loop we also define the oriented surfaces Sj j of boundary Lj j.
As a result the winding has been defined by a set of closed oriented
plane curves r =1 j(t) and by plane oriented open surfaces Si,j.

The points of intersection of the element facets with curves r =1 j(t)
are determined in order to find the matrix K¢ that describe the

winding in the facet element space (Fig.3). The matrix K, that

describes the winding in the edge element space is calculated on the
basis of the intersection points of element edges with loop surfaces

Si,j (Fig.4). The matrix ky is not unique (the set of surfaces S j

with the total boundary L is not unique), e.g. the single turn may be

represented by surface as in Fig.5a or by the set of surfaces as in
Fig.5b. However, the results of flux density calculation are

independent of the choice of §; j- The proposed method of matrix
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K, calculation can be applied in the analysis of magnetic field using
single scalar potential. The method is not so complicated as the

methods presented in [6, 7].

The proposed methods have been successfully applied for the
calculations of the winding inductances [5]. The methods have also
been used in the 3D field-circuit analysis of permanent magnet motor

drive [3].



